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Рассматриваются действительные функции действительного аргумента, 
определённые в интервале (0;+∞). Взаимно однозначное отображение этого 
интервала на себя, определяемое функцией 1/t, называется инверсией [1]. 
Кроме того, инверсией функции f(t) называется функция f*(t)=f(1/t). Функция 
f(t) называется инверсно-симме-тричной, если f*(t)=f(t). Очевидно, что 
функция φ(t)=f(t)+f*(t) является инверсно-симметричной при любом выборе 
функции f(t). 
Лемма. Если φ(t)=f(t)+f*(t) и функция f(t) дифференцируема, то точка t 
= 1 является критической для функции φ(t). 
Доказательство леммы сводится к вычислению производной функции 
φ(t) при помощи правила дифференцирования сложной функции: 
φ′(t) = (f(t)+f(1/t))′ = f ′(t)+f ′(1/t)·(– 1/t
2
) = f ′(t) – f ′(1/t)/t
2 
.     (1) 
Следовательно,  φ′(1) = f ′(1) – f ′(1) = 0 , а это и значит, что точка  t = 1 
является критической для функции φ(t). 
Теорема.  Если  f ″(t) > 0  в интервале  (0;+∞)  и  f ′(1) ≥ 0 , то функция  
φ(t)=f(t)+f*(t) имеет единственный экстремум, который достигается при t 
= 1  и представляет собой минимум. 
Доказательство теоремы опирается на соотношение (1), из которого 
видно, что производная φ′(t) представляет собой разность двух слагаемых. 
При t = 1 каждое из этих слагаемых равно f ′(1), а потому φ′(1)=0. Условие 
f ″(t) > 0 в интервале (0;+∞) означает, что функция f ′(t) возрастает в этом 
интервале. Отсюда вытекают следствия: 
а) если t < 1, то выполнены неравенства  f ′(t)< f ′(1) и  f ′(1/t)>f ′(1)≥ 0, а 
значит, неравенство f ′(1/t)/t2> f ′(1) и, следовательно, неравенство φ′(t)<0, 
поскольку в этом случае в выражении для φ′(t) из соотношения (1) первое 
слагаемое меньше второго; 
б) если t > 1, то выполнены неравенства f ′(t)>f ′(1) и  f ′(1/t)<f ′(1),  а 
так как f ′(1)≥ 0,  то выполнено и неравенство f ′(1/t)/t
2< f ′(1), и, 
следовательно, неравенство φ′(t)>0, поскольку в этом случае в выражении 
для φ′(t) из соотношения (1) первое слагаемое больше второго. 
Таким образом, при t < 1 выполнено неравенство φ′(t)<0, а при t > 1 
выполнено неравенство φ′(t)>0. Это значит, что производная φ′(t) при 
переходе через критическую точку t = 1 меняет знак с минуса на плюс и (в 
силу достаточного признака существования экстремума [2]) в этой 
критической точке функция φ(t) имеет минимум. Всюду слева от точки t = 1 
производная φ′(t) меньше нуля, а всюду справа от этой точки производная 
φ′(t) больше нуля, и потому (в силу необходимого признака существования 
экстремума [2] ) других экстремумов функция φ(t) не имеет. 
Доказанная теорема может применяться для решения традиционных 
задач элементарной математики.  
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Отсюда видно, что при любом x из интервала (0;1) это неравенство 
выполнено, так как левая его часть меньше нуля. Значение x=1 (как и 
значения x, меньшие нуля) не входят в область определения 
логарифмических функций из левой части, а потому остаётся отыскать 
решения неравенства из интервала (1;+∞).  
Введём переменную t = log2x , которая остаётся больше нуля при всех 
значениях x из интервала (1;+∞). После этой замены неравенство (2) примет 
следующий вид: 
1055
1
 tt tt .                                                 (3) 
В левой части этого неравенства стоит инверсно-симметричная 
функция  φ(t)=f(t)+f*(t) , где  f(t)= 5
t
/ t . Поскольку  f ′(t) = 5
t
 · ln5 / t – 5
t
/ t
2
 , то  
                                 f ′(1) = 5 · ln5 – 5= 5· ( ln5 – 1) ≥ 0  и 
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t
 · ln
2
5 / t – 5
t · ln5 / t
2
 – 5
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 + 2·5
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/ t
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/ t
3) · [(t· ln5 – 1)
2
 + 1] > 0 
Таким образом, условия теоремы для функции f (t) выполнены и, 
следовательно, функция φ(t) имеет минимум при t = 1 . Поскольку этот 
минимум является единственным экстремумом функции φ(t), то значение 
φ(1) является наименьшим значением функции φ(t). Это наименьшее 
значение как раз равно 10, а потому t = 1 есть единственное положительное 
решение неравенства (3). Соответственно, x=2 есть единственное решение из 
интервала (1;+∞) как неравенства (2), так и исходного неравенства. Итак, 
множеством всех решений исходного неравенства будет множество (0;1) 
{2}. 
В рассмотренных утверждениях и примере участвовали инверсно-
симметричные функции φ(t), имеющие вид f(t)+f*(t). Между тем, любая 
инверсно-симметричная функция φ(t) может быть представлена в таком виде. 
В самом деле, если функция φ(t) инверсно-симметричная, то функция 
f(t)=φ(t)/2 также инверсно-симметричная и потому  φ(t)=f(t)+f*(t), причём в 
силу рассмотренной леммы φ′(1)=0. Поскольку неравенство  φ″(t) > 0 влечёт 
неравенство f ″(t) > 0, то из доказанной теоремы вытекает следующее: 
Следствие.  Если вторая производная инверсно-симметричной функции 
φ(t) в интервале (0;+∞) больше нуля, то функция φ(t) имеет единственный 
экстремум, который достигается при t = 1 и представляет собой минимум. 
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